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Введение 
 Метод гиперплоскостей был предложен 40 лет тому назад Л. Лэмпортом в работе [1]. 
Впоследствии этот метод подвергался многим модификациям и обобщениям [2], [3] и др.. Этот 
метод был ориентирован на параллельные компьютеры того времени.  
 Наибольшее время выполнения в программе занимают гнезда циклов (вложенные циклы). 
Метод гиперплоскостей иногда позволяет распараллеливать тесное гнездо циклов в программе в 
тех случаях, когда ни один цикл гнезда не распараллеливается. При таком распараллеливании 
одновременно выполняются точки некоторых гиперплоскостей в пространстве итераций гнезда 
циклов.   
 За сорок лет существования метода гиперплоскостей сменилось много поколений 
компьютеров. Параллельные компьютеры стали массовыми. Самое существенное изменение, 
повлиявшее на эффективность высокопроизводительного программного обеспечения, это 
изменение соотношения времени выполнения арифметических операций и времени доступа к 
памяти: ежегодно обработка данных в среднем ускоряется на 30%, а обращение к памяти на 9% [4]. 
Это привело к созданию иерархии памяти в процессорах, с которой следует считаться при 
разработке быстрых программ.  
 Для многих задач непосредственное применение метода гиперплоскостей не дает ускорения 
при распараллеливании, и, даже, может вызвать замедление из-за неэффективного использования 
кэш-памяти.  
 В данной статье пойдет речь о сочетании метода гиперплоскостей с оптимизацией 
использования памяти. Традиционно метод гиперплоскостей применяется для распараллеливания. 
В данной работе представлено использование метода гиперплоскостей для повышения 
локальности данных в итерационных методах. Приводятся результаты численных экспериментов 
для задач выравнивания последовательностей и итерационного метода Якоби решения задачи 
Дирихле.   
 

Пространство итераций гнезда циклов и метод гиперплоскостей. 
 
 В данной работе будем рассматривать ускорение фрагментов кода, содержащих тесные гнезда 
циклов. Тесное гнездо из n вложенных циклов имеет вид.   

 
for(I1=L1; I1<=R1; ++I1) 
for(I2=L2; I2<=R2; ++I2) 
 
for(In=Ln; In<=Rn; ++In)                    
{ 



LOOPBODY (I1,I2,...,In) 
} 

 

Здесь между заголовками вложенных циклов нет операторов, и все циклы завершаются в одном 
месте. Кроме того, в теле цикла не меняют свои значения счетчики и границы циклов.  
 Пространством итераций гнезда циклов называется множество значений вектора счетчиков 
циклов  I = (I1, I2, …, In). Если границы счетчиков циклов аффинно зависят от счетчиков 
вышестоящих циклов, то пространство итераций является выпуклым многогранником (во многих 
публикациях используется термин «полиэдр»). Если границы счетчиков циклов константы, то 
пространство итераций является многомерным прямоугольным параллелепипедом. Каждая точка 
пространства итераций соответствует некоторому допустимому значению вектора счетчиков 
циклов  I = (I1, I2, …, In). Под выполнением точки пространства итераций будем понимать 
выполнение тела цикла для значений счетчиков, соответствующих этой точке пространства 
итераций.  
 Обычное выполнение представленного выше гнезда циклов состоит в выполнении всех точек 
пространства итераций последовательно в лексикографическом порядке следования 
соответствующих векторов счетчиков циклов.  
 Суть метода гиперплоскостей состоит в том, чтобы разбить множество точек пространства 
итераций на подмножества, лежащие на некоторых параллельных друг другу гиперплоскостях. 
При этом меняется обход точек пространства итераций, который состоит в переходе к новому 
гнезду циклов. В новом гнезде внешний цикл просматривает гиперплоскости, а остальные циклы 
просматривают точки внутри каждой гиперплоскости. Предполагается параллельное выполнение 
циклов, просматривающих точки гиперплоскостей.  
 Описанная замена одного гнезда циклов другим корректна не всегда. При такой замене 
должен остаться неизменным порядок всех пар обращений ко всем ячейкам памяти, при которых 
хотя бы одно обращение является записью.      
 Пары обращений к ячейкам памяти, при которых хотя бы одно обращение – запись, образуют 
информационные зависимости. Эти зависимости описываются решетчатыми графами, которые в 
памяти представляются в виде функций  [5] – [25]. Взаимозависимость между графом 
информационных связей и решетчатым графом программы описана в [26].   
 

 
 



Рисунок 1. Решетчатый граф алгоритма Смита-Уотермана [27] парного выравнивания 
последовательностей. Граф построен автоматически Оптимизирующей распараллеливающей 
системой [28]. Пространство итераций разбито на 3 области, в которых различные аффинные 

границы циклов при методе гиперплоскостей. Точка пространства итераций начала любой дуги по 
прежнему выполняется раньше точки, соответствующей концу.  

 

 Сочетание распараллеливания по методу гиперплоскостей и перехода к блочному коду.  
 Метод гиперплоскостей в непосредственном виде бывает неэффективен и распараллеливание 
может привести даже к замедлению. В следующей таблице приводятся результаты численных 
экспериментов на двуядерном процессоре для задачи выравнивания нуклеотидных 
последовательностей. Непосредственное применение метода гиперплоскостей и 
распараллеливание на 2 ядра дает замедление в 6.5 раз по сравнению с исходным классическим 
алгоритмом Смита-Уотермана. В это же время, если вычисления вести блоками и метод 
гиперплоскостей применить к блочному коду, то на двух ядрах получится ускорение более чем 
двукратное. Неэффективность непосредственного метода гиперплоскостей объясняется 
увеличением количества циклов, усложнением границ изменения счетчиков циклов и усложнением 
индексных выражений массивов.  
 

Таблица 1. Сравнение эффективности обычного и блочного метода гиперплоскостей.  

Результаты измерений 

Алгоритм 
Смита-Уотермана 
(последовательный) 

Алгоритм Смита-
Уотермана + 
метод Лампорта 
(параллельный) 

Блочный 
алгоритм + метод 
Лампорта 
(параллельный) 

1.18 7.6 0.48 

Расчеты проводились на Intel Core 2 Duo E7500, Кэш-память 2 уровня - 3MB, тактовая частота -  
2.93 GHz, количество ядер - 2.  Размер последовательностей – 10 000 нуклеотидов. Размер блока – 
1000. 
 
 Блочные вычисления демонстрируют высокую эффективность благодаря успешному 
использованию кэш-памяти. Оптимизация использования кэш-памяти и блочные вычисления  
(известны еще под названием тайлинг) описаны в работах  [29] – [46]. Комбинация метода 
гиперплоскостей и блочных вычислений для задачи выравнивания нуклеотидных 
последовательностей ранее рассматривалась в работе [47].  
 В следующей таблице более детально представлено сравнение ускорений, которые дают 
переход к блочному коду и распараллеливание по методу гиперплоскостей.  

 

 



Таблица 2. Сравнение эффективности алгоритмов решения задачи выравнивания 
последовательностей.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Использование метода гиперплоскостей для временнОй локализации данных в 

итерационных алгоритмах. 
 
 В предыдущем параграфе приводились результаты численных экспериментов, 
демонстрирующие неэффективность непосредственного метода гиперплоскостей Лэмпорта. 
Однако это не всегда так. Метод гиперплоскостей может давать ускорение даже без 
распараллеливания за счет повышения временной локализации данных. Продемонстрируем это на 
итерационном методе Якоби для решения задачи Дирихле.  

Длина 
строк 

Разм
ер 
блок
а 

Время, с 

Алгоритм 
Смита -
Уотермана 
(последо-
вательный
) 

Метод 
гиперпло
скостей 
(последо-
вательны
й) 

Метод 
гиперплос
костей 
(параллель
ный) 

Блочный 
алгоритм 
(последо-
вательный) 

Блочный 
Алгоритм + 
метод 
гиперпл. 
(параллельн
ый) 

3173 
3214 

100 1.6 2.3 2.5  0.8  0.6  

4783 
4759 

100 2.1 2.4 2.8 1.3  1.1 

9566 
9518 

200 5.8 6.9 5.6 5.0  3.0 

15796 
15608 

200 14.8 31.1  18.6  12.8  7.1  

111640 
111630 

550 недостаточ
но памяти 

недостато
чно 
памяти 

недостаточ
но памяти 600 350 

223280 
223260 

800 недостаточ
но памяти 

недостато
чно 
памяти 

недостаточ
но памяти 2522 1463 

307662 
310525 

1000 недостаточ
но памяти 

недостато
чно 
памяти 

недостаточ
но памяти 

недостаточно 
памяти 2442 



 Задача Дирихле представляет собой задачу поиска решений дифференциального уравнения 
Лапласа  

 
при заданных значениях g(x,y) искомой функции u=u(x,y) на границе D0 области D. В данном 
случае, для простоты, функция f - тождественный ноль. 
 Метод Якоби заключается в том, что элемент u(i, j) массива, представляющего искомую 
функцию, при численном решении рассчитывается по формуле:  
 

for (k=L1; k<=R1; ++k) 
for (i=L2; i<=R2; ++i) 
for (j=Ln; j<=Rn; ++j)                    

  u(i, j) = ( u(i+1, j)+ u(i-1, j)+ u(i, j+1)+ u(i, j-1) ) / 4 
  
 Классический метод гиперплоскостей применяется к совокупности двух самых вложенных 
циклов. Как было показано на задаче выравнивания двух последовательностей, на современных  
компьютерах это приводит к замедлению даже при распараллеливании, если не использовать 
переход к блочным вычислениям.  
 Идея метода данной работы состоит в том, чтобы, не завершив одной итерации алгоритма, 
начинать вычисления другой итерации. Это позволит в программе ближе расположить вычисления 
с одними и теми же данными, то есть повысить временную локализацию данных.  Это равносильно 
применению метода гиперплоскостей к совокупности всех трех циклов. Пространство итераций 
при этом разбивается на точки, лежащие на гиперплоскостях, ортогональных вектору (1, 1, 1).  
 Проведены численные эксперименты для итерационного алгоритма решения двумерной 
задачи Дирихле. В этом случае пространство итераций алгоритма является трехмерным. 
Информационные зависимости в этом пространстве итераций направлены параллельно осям 
координат. Рассмотрены 2 семейства гиперплоскостей в трехмерном пространстве итераций, 
которые в сечении с вертикальными координатными плоскостями образуют угол, тангенс которого 
равен 1 (45 градусов), а в пересечении с горизонтальной координатной плоскостью получается 
прямая наклоненная к первой координатной оси под углами с тангенсом 1 и 2 соответственно.     
 Приводимые в данной работе рассуждения допускают обобщения на итерационные алгоритмы 
решения других линейных эллиптических уравнений второго порядка, в том числе и трех 
переменных: 

 
 

3 Результаты расчетов: 
 Для определения разницы в скорости выполнения алгоритмов с разными порядками 
вычислений метода Якоби решения задачи Дирихле было выполнено несколько тестов для разных 
входных данных и взяты минимальные значения:  
 

 



Таблица 3 – зависимость скорости выполнения программы при стандартном порядке вычислений и 
вычислений по гиперплоскостям при размере матрицы 400х400 от числа итераций выполнения 

алгоритма. 
Итерации 50 100 300 500 700 
Стандартно 
(миллисекунды) 

43 78 250 418 578 

По гиперплоскостям 
с тангенсом угла 2 
(миллисекунды) 

13 26 78 125 187 

По гиперплоскостям 
с углом 45 градусов 

12 26 76 125 172 

 
Таблица 4 – зависимость скорости выполнения программы при стандартном порядке вычислений и 

вычислений по гиперплоскостям при размере матрицы 800х1000 от числа итераций выполнения 
алгоритма. 

Итерации 50 100 300 500 700 
Стандартно 
(миллисекунды) 

375 593 1438 2297 3157 

По гиперплоскостям 
с тангенсом угла 2 
(миллисекунды) 

249 328 672 1078 1640 

По гиперплоскостям 
с углом 45 градусов 

234 328 656 984 1344 

 
Таблица 5 – зависимость скорости выполнения программы при стандартном порядке вычислений и 

вычислений по гиперплоскостям при размере матрицы 2000х2000 от числа итераций выполнения 
алгоритма. 

Итерации 50 100 300 500 700 
Стандартно 
(миллисекунды) 

2906 5687 15344 22579 27361 

По гиперплоскостям 
с тангенсом угла 2 
(миллисекунды) 

3219 6266 17438 26719 33657 

По гиперплоскостям 
с углом 45 градусов 

3203 6234 17172 26391 33750 

 
 Из полученных результатов видно, что при малых размерах ширины или длины матрицы 
получаем выигрыш в скорости выполнения у алгоритма с вычислениями по гиперплоскостям, в 
среднем, от 20 до 70%. Однако при больших размерах обоих параметров матрицы стандартный 
порядок вычислений выполняется быстрее. Это происходит из-за того, что при больших размерах 
обоих параметров длина диагонали настолько велика, что кэш-памяти не хватает для хранения всех 
ее элементов, и скорость вычислений на этой диагонали падает. 
 



Разбиение пространства итераций на части.   
 Приведенные выше расчеты показали эффективность метода гиперплоскостей для 
итерационного метода Якоби решения задачи Дирихле при сетках ограниченной размерности. 
Кроме того, даже при сетках малой размерности ускорение достигается при большом количестве 
итераций, хотя достаточная точность решений иногда достигается и при малом количестве 
итераций. При сетках большой размерности этот метод дает замедление.  
 Для решения описанной проблемы пространство итераций можно разбивать на трехмерные 
фигуры, которые в основании имеют полосы, лежащие в нижней координатной плоскости. Следует 
отметить, что данные фигуры, на которые разбивается пространство итераций, не являются 
прямоугольными параллелепипедами. Эти фигуры являются прямыми призмами, лежащими на 
боковой стороне. К каждой (длинной) трехмерной фигуре метод гиперплоскостей применяется 
отдельно.  Количество итераций должно быть не больше ширины опорной полосы.   
 
 Численные эксперименты на компьютере с процессором Intel Core i7  -  4700HQ;  частота: 
2400 МГц. Объем L3 кэш памяти: 6 MB. Размерность сетки 20000*20000. Сетка разбивалась на 
полосы и вычисления проводились по очереди по полосам. Ширина полосы измеряется 
количеством точек сетки, время в миллисекундах. Гиперплоскости в каждой трехмерной фигуре 
рассмотрены ортогональные вектору  (1, 1, 1). Время обычного вычисления для 8 итераций: 19020, 
для 16 итераций: 38924, для 32 итераций: 76388 

 

Таблица 6. Зависимость ускорения вычислений от ширины полос (длинных трехмерных фигур), на 
которые разбивается пространство итераций. 

 

Ширина 
полосы 
(количество 
итераций) 

8 итераций 

Время 
метода 
гипер-
плоскостей 

Уско-
рение 

16 
итераций 

Время 
метода 
гипер-
плоскостей 

Уско-
рение 

32 
итерации 

Время 
метода 
гипер-
плоскостей 

Уско-
рение 

10 8320 2,29 – – – – 

20 7414 2,57 15802 2,47 – – 

30 8093 2,35 15172 2,56 – – 

40 8093 2,35 14917 2,62 30430 2,510286 

50 8156 2,33 15793 2,45 30821 2,47844 

60 8133 2,34 15701 2,46 30845 2,476512 

70 8157 2,33 16141 2,42 30922 2,470345 

80 8250 2,31 16305 2,39 31649 2,413599 

 
Из приведенной таблицы видно, что данный метод дает ускорение примерно в 2.5 раза при 
последовательном выполнении.  



 Представленный подход может быть применен к итерационным алгоритмам численного 
решения других задач с другими схемами в основе (семиточечные шаблоны и пр.).  
 

Начало дальнейших исследований: одновременное использование метода гиперплоскостей 
для временной локализации данных и для распараллеливания в итерационных алгоритмах. 

 
 Возникает естественная задача: усилить ускорение, полученное за счет локализации данных, 
ускорением, получаемым за счет распараллеливания.  
 Точки пространства итераций, лежащие на различных длинных фигурах, не всегда могут 
выполняться параллельно. Для применения параллельных вычислений рассмотренные в 
предыдущем параграфе длинные фигуры разбиваются на части меньшей длины. Пока этот подход 
недал ускорение за счет распараллеливания с использованием OpenMP.  
 Для распараллеливания на кластере с распределенной памятью с помощью  MPI  проведен 
пока один положительный эксперимент. Рассмотрена двумерная задача Дирихле с сеткой 
10000*10000 и количеством итераций 32.  
Время работы стандартного алгоритма 36120000 мкс 
Время работы последовательного метода гиперплоскостей с разбиением  на полосы (метод, 
предлагаемый в данной работе) -  20210000 мкс.  
Параллельный метод гиперплоскостей при разбиении пространства итераций на полосы с 
перекрытием ([43], [46]): 2 узла – 10173455 мкс, 4 узла - 4981229 мкс, 8 узлов - 2534557 мкс.  
  

 
Заключение 

 Результаты работ данного проекта направлены на повышение эффективности параллельных 
программ. Рассмотрен анализ взаимодействия метода гиперплоскостей с кэш-памятью. 
Представлено использование метода гиперплоскостей в итерационных алгоритмах в новом 
качестве: для повышения локальности данных, что без распараллеливания дает ускорение более, 
чем в два раза.   
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